מבני נתונים 2

עצים שחורים-אדומים (red-black trees)
מוסכמה: לכל צומת בעץ חיפוש בינארי נוסיף 0, 1 או 2 בנים מדומים, כך שלכל צומת בעץ המקורי יהי בדיוק שני בנים. לצמתים המקוריים נקרא "צמתים פנימיים", ולצמתים המדומים נקרא "צמתים חיצוניים". הצמתים החיצוניים קיימים רק לצורך ההדגרות וההוכחות. הם אינם קיימים במימוש האמיתי.

דוגמא: 

                          העץ המקורי                               לאחר הוספת הצמתים החיצוניים
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עץ שחור-אדום הוא עץ חיפוש בינארי שבו כל צומת צבוע בשחור או באדום ומתקיימים התנאים הבאים:

1. השורש שחור.

2. כל הצמתים החיצוניים שחורים.

3. אין אב ובנו אדומים.

4. לכל צומת פנימי, v, מספר הצמתים השחורים במסלול מ- v לצאצא חיצוני שלו זהה עבור כל צאצאיו החיצוניים. נסמן מספר זה ב- b(v).   (b(v) אינו כולל את הצבע של v).

דוגמא

                                                                                 2

צומת שחור                                            1                                2

צומת אדום

                                                     0                0     1                        1

לכל צומת מצויין הערך של b(v) עבורו

                                                                   0             0           0

                                                                                                      0                0

למה 1: לכל v, בתת העץ של v יש לפחות 
[image: image13.bmp] צמתים פנימיים.

הוכחה: באינדוקציה על הגובה של v.

בסיס: v בגובה 0. v צומת חיצוני ולכן b(v)=0. 

צעד: נניח שהטענה מתקיימת עבור גובה h, ויהא v צומת בגובה h+1 (ולכן בהכרח צומת פנימי). יהא u בן של v. אם u שחור, אז b(u)=b(v)-1. אחרת, b(u)=b(v)
[image: image2.wmf]³

b(v)-1. לכן, מספר הצמתים הפנימיים בתת עץ של v הוא לפחות: 
[image: image3.wmf]1
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               v      תת-עץ ימני      תת-עץ שמאלי

למה 2: יהא r השורש של עץ אדום-שחור שגבהו h. אז b(r)
[image: image4.wmf]³

h/2.

הוכחה: אחרי כל צומת אדום במסלול מ- r לצומת חיצוני מופיע צומת שחור.

מסקנה: יהא h הגובה של עץ שחור-אדום בן n צמתים פנימיים. אז h
[image: image5.wmf]£

2log2(n+1).

הוכחה: יהא r שורש העץ. אז 
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                                                         למה 2         למה 1

מסקנה: פעולת חיפוש בעץ שחור-אדום אורכת O(log n) זמן.

כעת נראה כיצד לבצע הכנסה והוצאה בעץ שחור-אדום.

insert(key)
1. בצע את הפעולה כרגיל בעץ חיפוש בינארי. צבע את הצומת החדש באדום.

2. בצע גלגולים והחלפות צבעים, באופן הבא:

תזכורת: הצמתים החיצוניים אינם קיימים במימוש האמיתי ולכן הצומת החדש הוסף כבן של צומת פנימי, וגם הוא עצמו צומת פנימי.

אחרי שלב 1, מתקיימות התכונות 2 ו- 4. אם העץ לא היה ריק לפני ההכנסה, מתקיימת גם תכונה 1. ייתכן שהצומת החדש הוכנס כבן של צומת אדום, ואז יש לתקן את העץ כך שגם תכונה 3 תתקיים. אם בסוף התיקון השורש אדום, פשוט צובעים אותו בשחור (זה לא יכול לקלקל את שאר התכונות).

כיצד מתקנים את העץ? הרעיון הוא שבכל רגע תנאי 3 מופר במקום אחד בלבד בעץ (כלומר יש רק זוג צמתים אחד שהם אב ובן ושניהם אדומים. נבצע גלגולים והחלפות צבעים כך שההפרה תנוע במעלה העץ עד שהיא תיעלם, או עד שהיא תגיע לשורש.

נגדיר את "הצומת הבעייתי" כצומת האדום שאביו אדום. היות שהאב אדום, הוא לא השורש ולבן קיים סב. נניח שהצומת הבעייתי נמצא משמאל לסבו. יש שלושה מקרים (ועוד שלושה מקרים סימטריים, כאשר הצומת הבעייתי נמצא מימין לסבו):

מקרה 1: הדוד אדום.


                                                               שינוי צבעים                                 הבעייתי    
                      

(הבעייתי צוייר כבן שמאלי אבל הוא יכול להיות גם בן ימני).

מקרה 2: הדוד שחור והבעייתי בן שמאלי.

                                   B                                                                    C       הבעייתי
                              C           A                                                      

                                                              גלגול ימינה בסב            D             B
                       D        ג ב     א                    ושינוי צבעים                                 A
                        ה   ד                                                                   ה   ד  ג

                                                                                                               ב    א

מקרה 3: הדוד שחור והבעייתי בן ימני.

                                         הבעייתי


                                     B                       גלגול שמאלה באב                        A             

                                         A                                                                 B
                                                                                                                  הבעייתי

וממשיכים כמו במקרה 2.

אבחנה: התיקון מתבצע ע"י סדרה של שינויי צבעים (איטרציות של מקרה 1) ובסופה מבצעים עוד שני גלגולים לכל היותר, מלווים בשלושה שינויי צבעים נוספים (מקרים 2,3).

סיבוכיות: 
[image: image8.wmf]O(log n)
delete(key):

1. בצע delete רגיל על עץ חיפוש בינארי, מבלי לשנות צבעים.

2. תקן את העץ ע"י גלגולים ושינויי צבעים.

תזכורת: מימוש delete(x) רגיל (לא קיימים צמתים חיצוניים).

אם אין ל- x בן שמאלי:



אחרת:



                                                  הצומת הימני ביותר בתת העץ השמאלי של x.

מעבירים את המפתח y לצומת בו היה המפתח x ומסלקים את הצומת של y.

נסמן ב- v את הצומת שסולק מהעץ. אם הצבע של v היה אדום, תכונות העץ לא נפגעו ואין צורך לתקנו.

אם v היה שחור, אז עכשיו חסר שחור אחד בכל המסלולים העוברים דרך z. אם z אדום, נצבע אותו בשחור ונפתור את הבעיה. אחרת, נצבע אותו "פעם נוספת" בשחור וננסה להעביר את השחור העודף במעלה העץ (ע"י גלגולים ושינויי צבעים) עד שנגיע לאדום (שאותו נהפוך לשחור והבעיה תיפתר) או שנגיע לשורש (שיהיה צבוע בשחור כפול, ואז נפתור את הבעיה ע"י מחיקת אחד השחורים).

כיצד עושים זאת?

נניח שברגע מסויים יש צומת, שאינו השורש, שצבוע בשחור כפול. בהכרח יש לאחיו בנים (מדוע?), כלומר אחיו צומת פנימי. יש ארבעה מקרים כאשר הצומת הצבוע בשחור כפול הוא בן שמאלי, ועוד ארבעה מקרים סימטריים כאשר הוא בן ימני.

                אדום                        שחור                      אדום או שחור                 שחור 

               

מקרה 1: האח ובניו שחורים.


                                                              שינוי צבעים

הבעיה נפתרת או מטפסת לכוון השורש.

מקרה 2:  האח שחור ובנו הימני אדום.

                                     הצבע המקורי של B
                                                 D  

                                                                                                                B
          E                                B                                              D                A
                                                        גלגול שמאלה ב- B

          ו        ה           C                  A    ושינוי צבעים E                    C          ב       א

                     ד        ג          ב        א                            ו        ה        ד        ג

מקרה 3: האח שחור, בנו הימני שחור ובנו השמאלי אדום.

                                                B                                                        B
                                                              גלגול ימינה ב- D

                           C                              A   ושינוי צבעים        D                          A
                D                  ג          ב        א                     E                      C
                            ד                                                                                  ב        א

    E                                       

                                                                               ו         ה        ד       ג

        ו       ה

וממשיכים כמו במקרה 2.

מקרה 4: האח אדום (לכן בניו והאב שחורים).

                              D                                                                            B

      E                                 B                                                   D                        

                                                       גלגול שמאלה ב- B                                        A

        ו       ה                                       ושינוי צבעים                                    

                                                                                                                ב       א

                  ד         ג        ב      א                                 ו          ה     ד           ג

כעת האח (C) שחור וממשיכים על פי אחד המקרים הקודמים.

נשים לב שגם אם עכשיו עברנו למקרה 1, הבעיה תיפתר (ולא תמשיך לטפס במעלה העץ) מפני שהאב (B) אדום.

בדומה ל- insert, תיקון העץ מתבצע על ידי סדרת שינויי צבעים (איטרציות של מקרה 1) שבסופה עד שלושה גלגולים המלווים בשמונה שינויי צבעים נוספים לכל היותר.

מיזוג ופיצול

join(T1,x,T2)
T1 ו- T2 הם עצים שחורים-אדומים, x הוא מפתח המקיים T1<x<T2  (כלומר, x גדול מכל המפתחות ב- T1 וקטן מכל המפתחות ב- T2). 

יש ליצור עץ אדום-שחור מעל 
[image: image9.wmf] T1
[image: image10.wmf]È

T2 
[image: image11.wmf]È

{x}.

נסמן ב- B(v) את מס, הצמתים השחורים במסלול מ- v לצאצא חיצוני שלו, כולל הצבע של v. (אם v אדום אז B(v)=b(v), ואם v שחור אז B(v)=b(v)+1). עבור עץ T, נסמן ב B(T) את ערך B של השורש.

מימוש הפעולה:

1. מצא את B(T1) ו- B(T2) (בזמן O(log n), כאשר n=|T1|+|T2|).

2. אם B(T1)=B(T2): החזר את העץ            

                                                                                                       צבוע שחור




                                                                                      T2           T1     
אםB(T1)>B(T2)       : רד לאורך המסלול הימני של T1 עד לצומת הראשון v כך ש B(v)=B(T2). הכנס את x  בצבע אדום כמתואר בציור. (נשים לב שבגלל ש- v הוא הראשון כך ש- B(v)=B(T2), אביו של v הוא בהכרח שחור).

                                                                                                                        T1
                                          T2                                         v
                                                                                                      קשת זו מתבטלת

אם v אדום אז עכשיו יש אב (x) ובנו (v) אדומים. מתקנים זאת כמו בפעולת insert.

אם B(T1)<B(T2): באופן סימטרי למקרה הקודם, ביחס למסלול השמאלי של T2.
סיבוכיות המיזוג עצמו (לא כולל זמן מציאת B(T1) ו- B(T2)):  O(|B(T1)-B(T2)|).

split(T,x):

T הוא עץ שחור-אדום שאינו מכיל את המפתח x, יש לפצל את T לשני עצים T1, T2  כך ש T1<x<T2.

מימוש הפעולה:

מצא את מסלול החיפוש של x ב- T.

                                                                                a1
                                                                     b1
                                                                               b2
                                                                                    a2
                                                                         a3
                                                                    a4
                                                                b3
                                                                       b4


                                                                                                                       A1
                        A2       A3         A4         N               B4        B3           B2        B1
ל T1 ייכנסו: 

1. כל הצמתים בהם המסלול פונה ימינה (ה- ai ים).

2. התת עצים השמאליים של צמתים אלה (ה- Ai ים(.

3.  עותק של הצומת החיצוני N (כעלה ימני ביותר).

ל T2 ייכנסו: 

1. כל הצמתים בהם המסלול פונה שמאלה.

2. התת עצים הימניים של צמתים אלה (ה- Bi ים(.

3. עותק של הצומת החיצוני N (כעלה שמאלי ביותר).

מצא בזמן O(log n) את B(Ai) ו- B(Bi), לכל i, ובצע את ה- join ים המתאימים על מנת לבנות את T1   ו- T2.

סיבוכיות ה- join ים:
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אם היה אדום אז עכשיו שחור, ואם היה שחור אז עכשיו שחור כפול
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