בעיית ה-Union/Find

מבנה נתונים התומך בפעולות הבאות על קבוצות זרות:

Make-Set(x)  לוקח איבר x שאינו מופיע באף קבוצה ויוצר את הקבוצת היחידה {x}.

S=Union(x,y)  קלט: שני איברים, פלט איחוד הקבוצות שמכילות אותם (לכל היותר שתי קבוצות). הקבוצות הישנות נהרסות.

Find(x) מחזיר את שם הקבוצה שמכילה את x.

שם הקבוצה באימפלמטציה שלנו "שם הקבוצה" הוא איבר  r ששייך לקבוצה. שימו לב, שעבור r   מתקיים  Find(r) = r . כמו-כן,  אם x,y  שייכים לאותה הקבוצה אזי Find(x) = Find(y) .

שימוש: בדיקה שייכות מחלקות שקילות, למשל רכיבים קשירים בגרף לא מכוון (מחלקת שקילות של היחס "יש מסילה מ-x ל-y"). פעולת ה-Find משמשת לענות על שאילתות לאיזה רכיב שייך צומת x, הוספת קשת לגרף יכולה להביא לאיחוד שתי קבוצות שקילות.

הייצוג: יער של "עצים הפוכים" up-trees
כל קבוצה תייוצג ע"י עץ, שבו כל צומת יצביע לאביו. שם הקבוצה יופיע כשורש העץ. שורש העץ יצביע לעצמו.

:Find(x) טפס מ-x לשורש.
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בצורה הנוכחית פעולת ה-Find   עלולה לקחת זמן 
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 (מספר איברי הקבוצה).

שיפור 1: הוסף קבוצה קטנה לגדולה

לכל איבר נוסיף rank, כך שהשורש של קבוצת יחידה מקבל rank(x) = 0 .

בזמן Union(x,y): אם 
[image: image9.wmf])

(

)

(

y

x

r

rank

r

rank

<

 הוסף את 
[image: image10.wmf]x

r

 כבן נוסף של 
[image: image11.wmf]y

r

. 
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טענה 1:
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הוכחה: מתקיים כאשר x הופך לבן של parent(x). אחרי זמן זה rank(x)   לא גדל, אך rank(parent(x))  לא קטן (יכול אפילו לגדול).

טענה 2:

בעץ שלשורשו יש 
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הוכחה:  אינדוקציה על 
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צעד האינדוקציה: כיון שגודל העץ רק יכול לגדול, נסתכל על הרגע ש 
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טענה 3:

 עם השיפור, גובה העץ 
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הוכחה: מטענה 1,
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מסקנה: 

עם השיפור זמן ה-Find הוא 
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שיפור 2: כיווץ מסלולים

בזמן ה-Find(x) נתק את כל הצמתים מ-x   לשורש וחבר אותם ישירות לשורש.

סיבוכיות: הפעולה מגדילה את הזמן רק בקונסטנטה. 

טענה 2, כבר לא מתקיימת, כי יתכן שצומת יאבד צאצאים בגלל כיווץ. אך הטענה עדיין נכונה לגבי שורשים. לכן, המסקנה עדיין תקפה.

ניתן להוכיח שבשימוש בשני השיפורים מוריד את הזמן לביצוע
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 גדלה לאט מאד (יותר לאט מ-
[image: image35.wmf]*

log

).

נראה תוצאה חלשה יותר, שזמן ביצוע
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טענה 4

יש לכל היותר 
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הוכחה: כיווץ מסלולים לא משנה את rank. 

טענה 5
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בהגדרת ה-Union יש לבצע שתי פעולות  Find . בניתוח עדיף להפריד בין פעולות ה- Find האלו לבין פעולת link: הוספת שורש של עץ אחד כבן נוסף של השורש של העץ השני.

ניתן להחליף כל פעולת Union, בשתי פעולות Find, ופעולת Link.

הפעולות Make-Set   ו-Link דורשות זמן 
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חישוב זמן ה-Find:

נחלק את הצמתים לבלוקים, כך שבלוק 
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חלק מהמחיר של ה-Find נזקוף לבלוק (יסומן (B, וחלק למסלול (יסומן P). נחסום כל חלק בנפרד.

פעולות B: 

נסתכל על מסלול:

את המעבר על הצומת האחרון של כל בלוק נזקוף לחובת הבלוק.

וכן נזקוף לחובת הבלוקים את המעבר על בן של השורש.

כיון ש- 
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טענה

מהרגע שאביו של צומת ואביו שייכים לבלוקים שונים, לצומת לא יהיה אב ששייך לאותו בלוק כמוהו.

 הוכחה: מרגע שצומת אינו שורש הוא לא יהפך לשורש, ולכן ה-rank שלו לא ישתנה, ואילו הוא יכול להתחבר עם צומת בעל  rank יותר גבוה.

פעולות P:

כמה צמתים יש בבלוק 
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אף צומת בבלוק  j  לא יכול לקבל יותר מאשר 
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מכאן:

Total cost of P = 
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