איחוי קבוצה של Splay Trees
נתונים 
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 עצי splay שבכל אחד צומת אחד. יש לאחות את כולם לעץ splay אחד בגודל 
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.

נגדיר את הפעולה access-insert, שמחפשת איבר בעץ, ומוסיפה אותו אם הוא לא נמצא. בכל מקרה, בסוף הפעולה מתבצע splay על האיבר שחיפשנו. הזמן הדרוש לפעולה זו הוא כמו עבור insert, ולכן 
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 בחישוב משוערך.

אחוי שני עצי splay, A ו-B (insertion meld)
נמצא מי מבין A,B קטן יותר. נניח שזה B. לכל איבר 
[image: image4.wmf]i

 ב- B, נבצע access-insert לתוך A.

ניתוח: סה"כ יתבצעו 
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 איחודים. כל איבר יכול להופיע לכל היותר 
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 פעמים בעץ הקטן יותר מבין שני העצים המאוחדים (תחשבו על זה). לכן יתבצעו לכל היותר 
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 פעולות access-insert, כל אחת בזמן 
[image: image8.wmf])

(log

n

O

 לכל היותר. סה"כ: 
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איחוי רקורסיבי פשוט
אם נעבור על איברי B בסדר pre-order, נוכל לקבל שיפור: יהא 
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 האיבר שנמצא בשורש של B. לאחר שנוסיף את 
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 ל-A, יתבצע splay על 
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 ב- A ולכן כל האיברים בתת העץ השמאלי של B ייכנסו לתת העץ השמאלי של A וכל האיברים בתת העץ הימני של B יכנסו לתת העץ הימני של A. לכן נוכל לאחד באופן רקורסיבי את תת העץ השמאלי של A עם תת העץ השמאלי של B ואת תת העץ הימני של A עם תת העץ הימני של B.

איחוי רקורסיבי מאוזן
שיפור נוסף: לפני שנתחיל את התהליך הרקורסיבי הנ"ל, נבצע splay ב- B על החציון שלו. כלומר: האיבר האמצעי מבין איברי B כשהם ממויינים.

תרגיל: נשמור בכל צומת את גודל תת-העץ שהוא שורשו. עם מידע זה, כיצד ניתן במעבר אחד משורש לעלה למצוא את החציון?

מסקנה מהתרגיל: ניתן לבצע splay על החציון ב- 
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אלגוריתם balanced recursive meld (BRM) 
1. אם A קטן מ- B, החלף ביניהם.

2. אם B לא ריק, בצע
2. א. מצא את החציון ב- B ובצע עליו splay.
2. ב. בצע access-insert של הערך שבשורש של B לתוך A.
2. ג. הצב בתור תת-העץ השמאלי של A את BRM(Al,Bl), כאשר Al הוא תת העץ השמאלי של A ו- Bl הוא תת העץ השמאלי של B.
2. ד. הצב בתור תת-העץ הימני של A את BRM(Ar,Br), כאשר Ar הוא תת העץ הימני של A ו-Br הוא תת העץ הימני של B.

3.  החזר את A.

ניתוח הסיבוכיות של סדרת איחודים
נגדיר: לכל צומת 
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, הגודל 
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 הוא מספר הצמתים בתת-העץ ש- 
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 הוא שורשו והדרגה 
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. נסמן את הגודל של A  ב- a ואת גדלו של B ב- b.

פונקצית הפוטנציאל עבור קבוצת עצים תהיה סכום הדרגות של צמתי העצים. בהתחלה יש 
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 עצים בגודל 1 ולכן הפוטנציאל הוא 0. כמו כן, הפונקציה הנ"ל אי-שלילית.

הזמן המשערך הדרוש עבור קריאה ל- BRM, על פי השלבים של הגדרת האלגוריתם:
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 לביצוע splay על החציון של B.
2. ב. 
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 לביצוע access-insert לתוך A.
2. ג,ד. באופן רקורסיבי.

3. 
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יש להביא בחשבון גם את השינוי בפוטנציאל. הערך ש- B תורם לפוטנציאל רק יורד, ולכן נתעלם ממנו. לאחר שמכניסים איבר ל- A, מבוצע עליו splay והוא נמצא במקומו בסופי. דרגתו של גדלה לכל היותר ב- 1, מפני ש- 
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 הוא קבוע חיובי.

ההוכחה היא טכנית ומלאת אלגברה. הנה עיקריה:

חוסמים את הפונקציה הרקורסיבית 
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 מלמעלה על ידי פונקציה שאינה רקורסיבית, 
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 מלמעלה על ידי ביטוי שבאמצעותו מוכיחים, באינדוקציה על 
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ועכשיו לאלגברה:
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צעד: 

מקרה 1: 
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 זוגי. נניח שהטענה מתקיימת עבור 
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מקרה 2: 
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 אי-זוגי. התוצאה מתקבלת באופן דומה.

כעת נחסום את המשוואה הרקורסיבית (הבדידה) על ידי המשוואה (הרציפה)  

                                               
[image: image42.wmf]5

log

log

3

log

2

)

,

(

-

-

-

-

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

k

b

a

k

b

a

b

b

a

D


למה 2 עבור 
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 היא רציפה וגזירה, והנגזרת שלה לפי 
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שהיא תמיד חיובית מפני ש
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 חיובי. מכאן נובעת נכונות הלמה.

משפט לכל שלמים 
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צעד: נניח ש- 
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 זוגי ושהמשפט נכון עבור 
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לפי הנחת האינדוקציה, 
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