15 מאי, 2000

עצים דינמיים

מוטיבציה

הבעיה: בעיית הזרימה בגרפים.

נתונים: גרף מכוון G = (V,E)בעל קיבולים לקשתות: 
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This EPS picture was not saved

with a preview included in it.

Comment:

This EPS picture will print to a

PostScript printer, but not to

other types of printers.

, וצמתים מקור-s ובור-t.

הגדרה: זרימה היא פונקציה 
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 שמקיימת:

1. חוק הקיבול - לכל 
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 מתקיים: הזרימה על הקשת אינה שלילית והיא קטנה מקיבול הקשת. 
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2. חוק הצומת – לכל צומת v (חוץ מ-s ו-t) מתקיים: סכום הזרימה לתוך הצומת שווה לסכומי הזרימות מתוך הצומת 
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נניח  ש- s מקור (אף קשת אינה נכנסת אליו)


t בור (אף קשת אינה יוצאת ממנו).

ערך הזרימה מוגדר כסכום הזרימה היוצאת מ-s 
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(ערך הזרימה שווה לסכום הזרימה הנכנסת ל-t 
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מטרה: מצא זרימה 
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 עבורה 
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 הוא מכסימום.

שיטת דיניץ
זרימה חוסמת היא זרימה  f   שבכל מסלול מ-s ל-t קיימת קשת רוויה e .  כלומר, 
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נניח שאם קשת 
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 אזי גם הקשת ההפוכה 
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   (אם זו קשת חדשה 
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לכל קשת נגדיר קיבול שיורי:
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בעזרת קשתות אלו, מוגדר גרף שיורי: 
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הגדרה:  גרף שכבות L
גרף BFS מ-s על הגרף השיורי  
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)

res

G

L

Í

.

אלג' דיניץ עובד בפאזות. בכל פאזה בונים גרף שכבות L ומוצאים בו זרימה חוסמת 
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 . בסוף הפאזה מעדכנים את הזרימה 
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 בעזרת הזרימה החוסמת. כלומר, לכל קשת 
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כדי למצוא זרימה חוסמת, נחפש מסלולים מ-s ל-t ע"י ביצוע DFS תוך כדי סילוק קשתות שאינן מובילות ל- t. כשנמצא מסלול 
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 נחפש את צוואר הבקבוק שלה 
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 , ונגדיל את הערך של 
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לאורך המסלול. כשנתקל בקשת עם קיבול שיורי 0, נסלק אותה מהגרף. 

מציאת זרימה חוסמת בשיטה זו, דורשת זמן 
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.  כי לא נלך קדימה יותר מ- 
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 צעדים מבלי לסלק קשת או להגיע ל- t. ובכל מסלול שיימצא לפחות קשת אחת תסולק.

 הערה: במקום 
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 אפשר לכתוב את אורך המסלול מ-s ל-t בגרף L.

אחרי העדכון, נחזור על התהליך. ניתן להוכיח שבפאזה הבאה מספר השכבות יגדל ממש. על-כן, מספר הפאזות הוא 
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. כלומר, האלגוריתם כולו דורש זמן 
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החסם לעיל הדוק.  נתבונן במקרה:
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בכל איטרציה, נמצא מסלול שירווה קשת אחת בעלת קיבול = 1 , ויעבור דרך N קשתות בעלות קיבול איסופי בדרך ל-T. כך שכל איטרציה תדרוש זמן O(N). מכיון שיש ​N2  מסלולים, סה"כ הזמן הוא . O(N3 )

ננסה להתגבר על מעברים מיותרים אלו ע"י הגדרת מבנה נתונים.

עצים דינמיים 

יער של עצים מכוונים זרים בצמתים. העץ מכוון לכיוון השורש. ועל-כן מכל צומת יוצאת לכל היותר קשת אחת. 

באלגוריתם העץ יהיה חלקי לגרף השכבות, והשורש יהיה בכיוון t.  

פעולות מוגדרות

1. make_tree(v) –     צור עץ חדש בעל צומת אחד, v.

2. find_root(v)   –     מצא את שורש העץ שמכיל את v.

3. (u,c) = find_cost(v) – 
c הוא ערך צוואר הבקבוק של המסלול מ-v ל-find_root(v) והקשת בה מתקבל   המינימום היא   
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. (הקשת שיוצאת מ-u   לכיוון השורש.) אם המינימום מתקבל יותר מפעם אחת, נחזיר אחת מהן.
4. Add_cost(v,() –   הוסף את הערך ( לכל הקשתות במסלול מ-v ל-find_root(v)
5. Link(v,w,()     –   ניתן לבצע פעולה זו רק אם  v שורש של עץ דינמי, w צומת שאינו שייך לעץ של v.  הוסף את הקשת (v,w) ליער עם ערך (.

6.  Cut(v)            –    v אינו שורש של עץ דינמי.  סלק את הקשת שיוצאת מ- v לאביו. (את הקשת נסלק גם

                                       מהעץ וגם מגרף השכבות).

אלגוריתם למציאת זרימה חוסמת בעזרת עצים דינמיים

שמורה: v מצביע בכל שלב של האלגוריתם על שורש של עץ דינמי.

1. אתחול

2. חוג{

2.1. אם יש קשת שיוצאת מ-v
קדימה

2.2. אחרת{

אם v = s גמרנו

אם v = t הגדל-זרימה
אחרת אחורה
}

}

פרוט הפעולות:

אתחול

לכל צומת 
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 בצע make_tree(u).

            v = s
הגדל-זרימה
מצא קשת רוויה
            
 (x,() = find_cost(s); // 
הפחת זרימה בצמתים במסלול 
add_cost(s, -();// 
נתק את קטע המסלול המיותר
                cut(x);//
שמור על השמורה
                               v = x;//
קדימה

תהי 
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הוסף את  
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אחורה

תהי (u,v) קשת שנכנסת ל-v (ברור לנו שאנו לא רוצים להגיע שוב ל-v מפני שאין ממנה יציאה)

אפשרות I                                                                          cut(u)

v=find_root(s)                                                       
אפשרות II             לכל קשת (u,v) שנכנסת ל-v בעץ בצע cut(v)
v = find_root(s)     
אנו נשתמש באפשרות השניה, מפני שמבנה הנתונים אינו תומך במציאת הקשת e שנכנסת ל-v במסלול מ-s.

טענה

האלגוריתם למציאת זרימה חוסמת בעזרת עצים דינמיים, משתמש ב-
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 פעולות על עצים דינמיים.  

הסבר: כל קשת המוצאת מעץ דינמי מוצאת גם מגרף השכבות. על-כן, כל קשת מוכנסת לכל היותר פעם אחת ליער של עצים דינמיים, ומוצאת פעם אחת. כל אחת מהפעולות (קדימה, אחורה, עדכן) דורשת מספר קבוע של פעולות על עצים ומכניסה או מוציאה לפחות קשת אחת.

משפט

כל סידרה של m פעולות על עצים דינמיים על יער בן n צמתים דורשת זמן 
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מסקנה

האלג' מוצא זרימה חוסמת בגרף השכבות בזמן 
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 כיון שכדי למצוא זרימה יש לחשב לכל היותר n  גרפי שכבות 
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 ניתן לחשב זרימה מכסימום  בזמן
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מימוש עצים דינמיים

נייצג עץ דינמי כאוסף מסלולים מכוונים זרים בצמתים + קשתות חיבור. כל מסלול מכוון לכיוון השורש. נצייר את קשתות המסלול בקו שבור ואת קשתות החיבור בקו שבור. בייצוג 

לכל צומת נכנסת לכל היותר קשת מסלול אחת.
פעולות על מסלולים

1. make_path(v) = אתחול מסלול בן צומת בודד.

2. find_path(v) - מצא את המסלול ש-v משתתף בו. (יחזיר צומת במסלול שייצג את המסלול.)
3. find_tail(p)  - מצא את הצומת הקרוב ביותר לשורש העץ במסלול.

4. (v,() = find cost (p) – מצא את צוואר הבקבוק במסלול מ- 
[image: image44.wmf]v

ל- find_tail(find_path(v)).
5. add_path_cost (p, () -  הוסף את המחיר ( לכל הצמתים במסלול. (( יכול להיות גם שלילי.)
6. join (p,v,q) - נתון המצב הבא: .-.-.-.-.-.-v-.-.-.-.-.-.  , ז"א, נתונים שני מסלולים שהצומת v מפריד ביניהם, נאחד את שני המסלולים לאחד. (המסלולים הישנים נהרסים.)
7. (p,q) = split(v) – ההפך מ-join
בהגדרות לעיל   p,qמסלולים.  v,w מציינים צמתים.

· פעולה מורכבת: p = expose(v)
פעולה זו מוגדרת בעצים דינמיים – הפיכת המסלול בעץ מ- v לשורש לאחד המסלולים בייצוג העץ, תוך שמירה על השמורה שלכל צומת נכנסת קשת מסלול (שלמה) אחת. אם קיימת קשת שנכנסת ל-v היא תהפוך לקשת חיבור (שבורה).

אחרי ביצוע פעולת expose על צומת, קיים מסלול שלם מהצומת לשורש ואפשר לבצע עליו add_path_cost או find_path_cost.

·  פעולת splice – הפיכת קשת לשלמה והוספתה למסלול תוך כדי פעולת expose, בתהליך מחליפים במידת הצורך את הקשתות השלמות בשבורות, כדי לשמור על השמורה.

משפט

ניתן לבצע סדרה של m פעולות על עצים דינמיים ע"י O(m) פעולות על מסלולים הכוללות O(m log n) פעולות splice.

הוכחה

הגדרות: 

· עבור צומת v בעץ  T, size(v) = מספר צאצאים כולל v עצמו.

· קשת (u,w) היא כבדה אם: 2*size( u) > size( w)
דוגמה:


למה 5.1:

בכל מסלול מצומת v לשורש יש לכל היותר 
[image: image45.wmf]ë
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 קשתות קלות.

הוכחה

אם (u,w) היא קשת קלה, אזי size(w) ( 2size(u) ומאורע זה אינו יכול לקרות יותר מאשר log n פעמים, לאורך מסלול מצומת 
[image: image46.wmf]v

 לשורש.

למה

לכל צומת נכנסת לכל היותר קשת כבדה אחת.

הסבר

אחרת, שני תתי העצים היו גדולים מתת עץ האב.

הוכחת המשפט

1. O(m) פעולות נובע מהקוד.

2. O(m logn) פעולות splice.

כל פעם שמבצעים splice הופכים קשת שבורה לשלמה.  

נסתכל על 2 סוגי קשתות בהפיכת קשת שבורה לשלמה

1. שלמות כבדות 

2. שלמות קלות 

בכל פעולת expose  רק הקשתות על המסלול יכולות ליהפך משבורות לשלמות. מספר הקשתות השלמות שנוצרות שווה למספר הקשתות השלמות הקלות + מספר הקשתות השלמות הכבדות.

שלמות קלות: יש לכל היותר 
[image: image47.wmf]n
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 קשתות קלות לאורך מסלול ולכן גם לאורך מסלול יש לכל היותר 
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 שלמות קלות. לכן בכל פעולת expose נוצרות 
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 קשתות שלמות קלות.  כיון שיש 
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 פעולת expose , במהלך האלגוריתם נוצרות 
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 קשתות שלמות קלות.

 שלמות כבדות: נחסום את מספר הקשתות השלמות הכבדות שנוצרות.  יהי N מספר שלמות כבדות, במהלך כל האלגוריתם:
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כיון שמכל צומת יוצאת לכל היותר  רק קשת שלמה אחת 
[image: image53.wmf]1
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expose
הקשתות השלמות על המסלול לא יהרסו.  אם (u,w) קשת שלמה כבדה שנהרסה אזי (u´,w) היא קשת של המסלול מ-v לשורש ועל כן (u’,w) קלה. => מספר הקשתות הכבדות השלמות שנהרסו 
[image: image55.wmf]³

 מספר הקשתות הקלות על המסלול מ-v לשורש 
[image: image56.wmf]³
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· כתוצאה מ-cut/link משתנה מבנה העצים ביער ועל כן, קשת יכולה להפוך מכבדה לקלה (ולהפך). בחשבון שלהלן נניח שכבר ביצענו את פעולת ה-expose ונבחן רק את השפעת שינוי מספר הצמתים על מספרן של הקשתות השלמות-כבדות.
Cut 

כיוון שלפני הניתוק מבצעים expose כל המסלול מ-v לשורש הוא של קשתות שלמות, לכן הקשתות שליד המסלול הן שבורות ולא כבדות שלמות שנהרסות.  כיוון שלאחר הניתוק יתכנו 
[image: image57.wmf]³
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 קשתות קלות=>  על המסלול היו לכל היותר log n קשתות כבדות שנהרסו.

Link
קודם מבצעים expose לכן כל קשתות המסלול שלמות וכל אלה לצד המסלול שבורות.  כיוון שלצמתי המסלול ה-size גדל, אף קשת שלמה כבדה לא נהרסת.

מימוש פעולות על עצים דינמיים בעזרת פעולות על מסלולים
make_tree(vertex v){

make_path(v);


successor(v) = NULL;

}
vertex find_root(vertex v){

p = expose(v);


return find_tail(p);

}
list find_cost(vertex v){

p = expose(v);


return find_path_cost(p);

}
add_cost(vertex v, real x){

p = expose(v);


add_path_cost(p, x);

}
link(vertex v, w){

p = expose(v);


q = expose(w);

1.      join(NULL, p, q);

}
cut(vertex v);


path p,q;

2.      expose(v);

3.      [p,q] = split(v);

}
path expose(vertex v){

path p, q, r;


vertex w;

p = find_path(v);

v = find_tail(p);

while(v != root){


w = parent(v);

//i.e., w is the next vertex up the path to the root of the tree.   
[q, r] = split(w);

// r is the upper part of the path containing w

  p = join(p, w, r);

  v = find_tail(p);

}

return p;

}
מימוש מסלולים 

התחלנו עם עצים דינמים אותם פירקנו למסלולים. עתה נייצג את המסלולים בעזרת עצים:

מבנה הנתונים - מסלול: מציאת מחיר מינימלי (צוואר בקבוק) של מסלול שלם.


שינוי מחיר כל הצמתים ב- .

מימוש א' - בעזרת עצים מאוזנים:
נשמור את המסלול כעץ, שצמתיו הם קשתות המסלול.  סדר inorder הצמתים בעץ נקבע על-פי סדרם במסלול—הקשת הראשונה במסלול תיוצג ע"י הצומת השמאלי ביותר בעף (ללא תלות בערך הקשתות).

cost(v)  = מחיר הקשת המתאימה ל-v.

 mincost(v)  = מחיר הקשת המינימלית בתת העץ של v.

מכאן find_cost(p) = mincost(Root( tree of p)).

לצורך מימוש יעיל של מבנה הנתונים, נגדיר את הפונקציות:


mincost(x)




x is Root.


mincost(x) - mincost(parent(x))

otherwise.
וכן את הפונקציה:

cost(v)   =
cost(v) - mincost(v)
בכל צומת נשמור ערכים אלה במקום את mincost ו-cost.
דוגמא:
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נקבל:

mincost(v) 
= 

 


min  .

    (on the path from Root to v.)
וכן:

cost(v)

= 
cost(v) + mincost(v)
לכן זמן חישוב cost(v) הוא כגובה העץ.
בפרט find_cost(p)= min_cost(Root).
שינוי מחיר כל הצמתים במסלול ב- יתבצע בזמן O(1) ע"י: 

min(Root) 
+= 
מציאת צוואר בקבוק תסתמך על העובדה כי:


אם (min(v(left)==0) אז צוואר הבקבוק נמצא בתת העץ השמאלי של v.

פעולת הsplay  דורשת פיצול (split)  ושרשור (join) של שני עצים. 

טענה: ניתן לבצע פיצול ושרשור של עצי 2-3 בזמן 
[image: image58.wmf](
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 הוא גובה העץ.

מסקנה: ניתן לבצע את כל הפעולות על עצים (כולל splay) בזמן 
[image: image60.wmf](
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 הוא גובה העץ.
מסקנה: כיון שנחוצות  
[image: image62.wmf](
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 פעולות על מסלולים שלמים + 
[image: image63.wmf](
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 פעולות splice, ניתן  

               למצוא זרימה חוסמת בזמן 
[image: image64.wmf](
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הדפים הבאים  ישופצו במהלך החג

מימוש ב' - בעזרת עצי splay:


הסידור ב-splay tree הינו משמאל לימין במסלול. (ה-cost לא רלוונטי.) לדוגמא:






הפעולה  expose(x) הופכת את המסלול מ-x  לשורש למסלול שלם. הפעולה עולה מ-x לכיוון השורש תוך כדי ביצוע  פעולות splice. בשלב כלשהו, חלק המסלול הכולל את x ייקרא p. יהי  u הצומת הגבוה ביותר ב-p (הקרוב ביותר לשורש העץ הדינמי). יהי 
[image: image65.wmf]w

 אביו בעץ הדינמי. 
[image: image66.wmf]w

 נמצא על מסלול. נבצע splice ב-
[image: image67.wmf]w

:

א. בצע 
[image: image68.wmf])
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 כך ש- 
[image: image69.wmf]q

 הוא חלק המסלול מתחת ל- 
[image: image70.wmf]w

 ו- 
[image: image71.wmf]r

 החלק שמעליו. 

ב.  בצע 
[image: image72.wmf])
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 כך שהרחבנו את 
[image: image73.wmf]p

 לכיוון השורש.

[image: image74.wmf]

מימוש splay(v, T2, T1):

יהיה B תת העץ הימני של v.

יהיה A תת העץ השמאלי של v.
נתק את A מ-v ושים במקומו את 2T.

לצורך אנליזת המימוש:
נגדיר - עץ שלם: עץ splay המייצג מסלול שלם.

נגדיר - עץ וירטואלי: יהי T עץ דינמי המיוצג ע"י יער של עצים שלמים T1, T2, T3, ..., Tn . אם Ti מייצג מסלול i והקצה הימני של המסלול הינו vi שאביו (בעץ הדינמי) הוא wi. יהי ri השורש של Ti . נחבר את ri ל- wi.

דוגמא:
העץ הדינמי: ראה קובץ Postscript 
נסמן ב- iw(v) את מספר הצאצאים של v בעץ הוירטואלי.
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û

)

(

log

1

)

(

v

iw

v

rank

+

=


נגדיר את פונקצית הפוטנציאל הבאה:

[image: image76.wmf](
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נסתכל על הזמן המשוערך של גלגול.

מקרה א: rank(x)<rank(z)



[image: image77.wmf] 
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המחיר:   a = rank(root) - rank(v)











    




   




airank(ri) - rank(ui) + c

a(expose) 
= (   a   + c) =    (rank(ri) - rank(ui)  + c) 


                 all 

   needed

   splays

rank(root) - rank(v) + c * (#splays of the expose) 

log(n) + c*(#splays of the expose)

ע"פ המשפט על עצים דינמיים, m פעולות על עצים דינמים דורשות:

O(m) זמן ו-O(m) פעולות expose, שמכילות יחד  
[image: image78.wmf](
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 פעולות splay .

לכן כל הפעולות ידרשו זמן: 
[image: image79.wmf](
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נותר לבדוק את השפעת cut, link המשנות את מבנה העץ הדינמי (ועימו את מבנה העץ הוירטואלי ופונקצית הפוטנציאל.)

פעולת cut: 

מנתקת קשת שבורה בעץ הדינמי, כלומר קשת וירטואלית בעץ הוירטואלי, ולכן גורמת להקטנת rank של צמתים  הקטנת .

פעולת link (p,v,q):



v



p

q
לפני ביצוע ה-link נבצע splay(x) כאשרx  הינו הצומת הימני ביותר ב-p ונבצע splay(u) כאשר u הינו הצומת השמאלי ביותר ב-q.



v


x

u



p

q
v נמצא בשורש העץ הוירטואלי החדש ורק ב-v העץ גדל, ולכן:
(link)  log(n)
מסקנה:
m פעולות על עצים דינמים ידרשו  
[image: image80.wmf](
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מסקנה: אלגוריתם דיניץ למציאת זרימה חוסמת ניתן למימוש בזמן  
[image: image81.wmf](
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 , ולכן ניתן למצוא זרימה מכסימום בזמן 
[image: image82.wmf](
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  קשתות בעלות קיבול אין סופי





V4: mincost  =  1


       min     =  1


       cost     =  7





קשתות


כבדות





V6: mincost  =  4


       min     =  3


       cost     =  2





V2: mincost  =  1


       min     =  0


       cost     =  2





V5: mincost  =  4


       min     =  0


       cost     =  0





V3: mincost  =  1


       min     =  0


       cost     =  0





V1:mincost  =  5


       min     =  4


       cost     =  0
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Notes:


The expose in line 1 of link makes v into a one vertex solid path.  











After line 2 in cut, vertex v has no entering solid edge, thus the path p returned by the split in line 3 is empty.  Since in cut vertex v is not a tree root, the path q returned in line 3 is nonempty.
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